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Abstract
On a compact Riemannian manifold (Vn, g) (n > 2), a long-standing question is: Does the set of the
solutions of the Yamabe equation compact in C0? There are three cases in the Yamabe problem (see Aubin
[T. Aubin, Some Nonlinear Problems in Riemannian Geometry, Springer-Verlag, New York, 1998]) accord-
ing to the sign of the inf of the Yamabe functional. We prove the C0 compactness of the set of the solutions
of the Yamabe equation (except on the sphere) in the positive case, the only case which makes difficulties.
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0. Introduction
Le problème de Yamabe [10] (voir aussi [1,2]) est :
Sur une variété Riemannienne C∞ compacte (Vn, g) (n > 2) existe-t-il une métrique
conforme g˜ pour laquelle la courbure scalaire R˜ = Cte.
Ecrivant g˜ sous la forme g˜ = ϕ4/(n−2)g avec ϕ ∈ C∞, ϕ > 0, ce problème géométrique revient
à résoudre l’équation de Yamabe.
4
n − 1
n − 2ϕ +Rϕ = R˜ϕ
(n+2)/(n−2), ϕ > 0,
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I (ϕ) = J¯ (ϕ)/‖ϕ‖22n/(n−2)
avec
J¯ (ϕ) = 4n− 1
n− 2
∫
V
|∇ϕ|2 dV +
∫
V
Rϕ2 dV.
Si μ l’inf de I (ϕ) pour ϕ ∈ H1, ϕ > 0, est négatif alors il existe une fonction positive ϕ˜ ∈ C∞
solution de l’équation précédente avec R˜ = −1. Ecrivons le problème dans la métrique g˜. On
doit trouver toutes les fonctions ψ > 0 telles que ˜ψ −ψ = −ψ(n+2)/(n−2). Ceci entraine qu’au
max de ψ en P , ψ(n+2)/(n−2)(P ) ψ(P ) et qu’au min de ψ en Q, ψ(Q) ψ(n+2)/(n−2)(Q).
Donc une seule solution ψ ≡ 1.
Lorsque μ = 0, il y a une solution positive ϕ˜ ∈ C∞ de l’équation, résultat classique, toutes
les solutions sont proportionnelles. Avec la précédente méthode, les solutions sont les fonctions
satisfaisant à ˜ψ = 0, ce sont les constantes positives.
Le cas positif (μ > 0) est ardu. L’équation de Yamabe dont il faut étudier les solutions posi-
tives est
4
n− 1
n− 2ϕ + Rϕ = ϕ
(n+2)/(n−2), ϕ > 0.
Pour bien lire la suite de cet article, il faut avoir pris connaissance des deux articles récents de
l’auteur sur ce sujet (Aubin [3,4]) et des articles en références dans ces papiers, en particulier
ceux concernant directement la question, comme Y.Y. Li, M. Zhu [9] et Y.Y. Li, L. Zhang [8].
La démonstration procède par l’absurde. On suppose qu’une suite de solutions {ϕi}i∈N, est
telle que leurs maxima mi = ϕi(xi) → ∞ lorsque xi → P ∈ Vn. On définit alors ω  0 (dépen-
dant du point P ) comme étant le plus grand entier pour lequel ‖∇αW(P )‖ = 0 lorsque |α| < ω
(α un multi-indice), W étant le tenseur de Weyl. Partant d’une métrique g¯, g ∈ [g¯] (la classe
conforme de g¯) est définie dans BP (2r0) comme étant la métrique pour laquelle |g| = 1 dans
un système de coordonnées géodésiques, voir J. Cao [5] ou M. Günther [6] pour l’existence de
g et Aubin [2] pour la définition (p. 9). On note alors μ l’ordre en r de R en P . On sait que
μ sup(2,ω). Le cas n < 2ω+ 6 a été résolu dans Aubin [4]. Lorsque n 2ω+ 6, le cas μ> ω
a été traité dans Aubin [3], moyennant des calculs très complexes. Ici nous allons utiliser l’idée
essentielle se trouvant dans Aubin [4], celle qui permet de prouver la positivité de la masse.
Cette idée a permis de résoudre le cas n < 2ω + 6 celui où la fonction de Green GL du laplacien
conforme L a une singularité réduite au terme principal.
GL est la solution de
Lϕ = ϕ + n− 2
4(n − 1)Rϕ = δP .
Nous notons G la fonction proportionnelle à GL, celle qui a pour partie principale r2−n. Nous
l’écrivons sous la forme G(r, θ) = r2−n + H(r, θ) avec
H(r, θ) = H˜ (r, θ) +B(θ)r2ω+6−n + Γ (r, θ)
(respectivement −B Log r lorsque n = 2ω + 6).
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jusqu’à l’ordre r2ω+5−n, Γ (r, θ) est en o(r2ω+6−n) (respectivement O(1)). Rappelons que dans
H˜ (r, θ), tous les termes sont de moyenne nulle sur ∂B(r). Le terme B(θ)r2ω+6−n (respective-
ment −B Log r lorsque n = 2ω + 6) est a priori de moyenne non nulle sur ∂B(r).
1. Etude du problème
Nous sommes intéressés par le signe de B = ∫ ∂B(r)B(θ) dσ .
Les résultats et les notations des deux précédents articles Aubin [3,4] doivent être connus.
Cherchons tout d’abord à utiliser la même démarche que dans [4]. J étant le numérateur de
la fonctionnelle de Yamabe sur W = V \ {B(δ)} (0 < δ < r0), on considère deux problèmes
variationnels.
Le Problème P1. La fonctionnelle J avec comme données au bord
ϕ|∂B(δ) = Gˆ = G(δ, θ)
/ ∫
∂B(δ)
G(δ, θ) dσ.
Soit m1 l’inf de P1, et
Le Problème P2. InfJ (ϕ) pour tout ϕ ∈ H1, ϕ|∂B(δ) = 1, dont le minimum m2 est atteint par
une fonction f . Bien que les données au bord ne soient pas les mêmes, les considérations faites
dans Aubin [4] montrent que m1 − m2 = O(δq) avec q suffisamment grand pour ne pas influer
sur les développement limités. q > 2(n−2) dans [4] pour la masse positive, q  2(n−2) lorsque
2ω = n − 6.
Pour ramener à zero la courbure scalaire et quelle soit  0 hors de B(2r0) dans une boule Ω
de centre P et de rayon voisin du rayon d’injectivité, on est amené à faire une modification de la
métrique d’ordre O(rω+2) dans B(2r0)\B(r0), d’où pour r < 2r0,
h(r) =
∫
∂B(r)
√∣∣g(r, θ)∣∣dσ = 1 +O(rω+2).
On note encore g cette nouvelle métrique conforme pour ne pas compliquer l’écriture. g par
construction a un rayon d’injectivité d1 en P qu’il est loisible de choisir arbitrairement grand.
Considérons alors la fonction γ (r) ∈ H1(W) définie pour r  δ comme étant égale au sup de
zéro et de la solution de l’ équation :
rn−1γ ′(r)h(r) = (2 − n)δn−2(1 − δn−2)−1, γ (δ) = 1,
avec  < −A/3. Il s’en suit que ∫
∂B(r)
γ
√|g(r, θ)|dσ = 0 et que le suppγ ⊂ B(d1) vu le choix
de d1. D’où
J (γ ) 4(n − 1)δn−2ωn−1
(
1 − δn−2)−1 +
∫
Rγ 2 dvW
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Le lecteur est prié de corriger les misprints de la remarque de [4] conformément aux termes ci-
dessus. Le lecteur peut tout aussi bien ignorer cette remarque ajoutée seulement pour montrer
qu’il suffit de couper A en deux. Pour utiliser ici la même méthode, nous devons évaluer le terme
avec R.
Même dans le cas 2ω = n− 6, cela n’est pas aisé. Pour la démonstration de la masse positive,
on pouvait faire sur R l’hypothèse suffisante, jusqu’à R ≡ 0 (comme pour les variétés plates dans
un voisinage de P ), si cela avait été utile. En fait nous avons vu que l’hypothèse nécéssaire est
suffisant dans ce cas. Lorsque la singularité qui va donner le signe de
∫
∂B(r)H(r, θ) dσ est en
Log r , la méthode utilisée dans [4] est efficiente car dans ce cas, le rapport entre la fonction et sa
dérivée |Log r|/(1/r) est infiniment plus grand que pour les fonctions puissances r−p/pr−p−1,
il s’en suit que le terme avec R dans le membre de droite peut être traité. Ce n’est pas possible
dans le cas général.
Vues ces difficultés nous avons imaginé une autre approche.
2. Le cas ω (n− 6)/2
Théorème 1. B = limr→0 rn−6−2ω
∫
∂B(r)H(r, θ) dσ est positif, si n > 2ω + 6. Lorsque n =
2ω + 6, il faut remplacer la fonction puissance par −1/Log r .
Compte tenu du Théorème 3, ce théorème est la conséquence du
Théorème 2. Pour r petit
∫
∂B(r)
H(r, θ) dσ  0.
Exposons le cas n > 2ω + 6. Le cas n = 2ω + 6, se traite d’une manière analogue.
Soit g une métrique telle qu’en P μ = ω (n− 6)/2. (C’est le seul cas qui ne soit pas encore
entièrement résolu). Désormais ω est considéré comme fixé. Nous voulons montrer que B est
positif. Le Théorème 3 montre que si B  0 pour toute métrique g (avec en P μ = ω) alors
B = 0 est impossible et nous avons en fait B > 0.
Faisons une démonstration par l’absurde. Supposons que nous soyons dans le mauvais cas, le
cas où nous ne pouvons pas conclure : B < 0.
Proposition 1. En choisissant δ0 assez petit, si B < 0
∫
∂B(r)
R dσ > 0, et
∫
∂B(r)
RGdσ > 0
pour 0 < r < δ0 et r1−n∂r (h′rn−1) > 0 en posant h(r) =
∫
∂B(r)H(r, θ) dσ . δ0 est maintenant
fixé et δ < δ0.
Ce résultat découle de l’expression de B voir Aubin [3].
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métrique g˜ comme pour la démonstration du Théorème 2 de Aubin [4]. Pour ne pas alourdir
l’écriture nous désignons g˜ par g. Dans B(r0) la métrique g s’écrit g = E +h(rθ) avec h(r, θ) =
O(rω+2).
Nous allons considérer une famille de fonctions gt (t < δ/2) toutes identiques hors d’une
boule B(δ) à la métrique g. Chaque fonction gt est construite euclidienne dans un voisinage
de P . La fonction de Green Gt de gt en P s’écrit
Gt − 1
rn−2
= Ht = At + O(r).
On peut remarquer alors qu’il existe  > 0, dépendant que de g, tel que At > . En effet∫
D¯
hij R˜ij dV˜ dépend seulement de g, pas de t , en reprenant la démonstration du Théorème 2
de [4].
Plus précisemment, considérons la famille de métriques gt définies par
gt = χ
(
r
t
)
g +
[
1 − χ
(
r
t
)]
E,
E la métrique euclidienne, t > 0 petit et χ ∈ C∞ défini par χ(w) = 0 pour w  1, χ(w) = 1
pour w  λ, χ ′  0 (λ > 1 un réel à choisir).
gt = E + χ
(
r
t
)
h(r, θ).
Comme nous savons que |g| = 1 dans B(δ), |gt | 1 et |gt | = 1 + χ( rt )O(rα) avec α grand en
particulier α  2(ω + 2).
3. Etude des fonctions de Green Gt de Lt
Gt = r2−n +At + t4−nH˜ + · · · .
Le terme avec H˜ étant le terme prépondérant en t , il est borné d’ordre tω. On doit avoir
−t4−nH˜ = n−24(n−1)χt R¯r2−n avec R¯ la partie principale de R qui par hypothèse est d’ordre ω,
χt = χ(r/t). En reprenant l’étude faite dans [3], on montre que
Proposition 2.
∫
∂B(δ)
H˜ R¯ dσ > 0 pour δ petit.
Dans [3] le signe était différent. On avait noté −rω+4−nf (θ) le terme principal dans G
après r2−n. Le fait que la dérivée de rω+4−n soit négative entraîne le changement de signe du
laplacien par rapport à la situation actuelle où il n’y a pas de singularité en dehors de r2−n.
Suivant l’idée de [3], lorsque R¯ = 0, ce qui est toujours le cas lorsque ω < 4, on peut penser
à prendre H˜ = χ˜ R¯ avec χ˜ (r) une fonction C∞, nulle pour r < t , et vérifiant la relation écrite
plus bas. Nous avons
−4n− 1H¯ =
[(
χ˜ ′′ + n− 1 χ˜ ′
)
+ 2χ˜
′ω]
R¯.
n− 2 r r
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χt =
(
r
t
)n−4[
χ˜ ′′r2 + (n− 1 + 2ω)rχ˜ ′].
On choisit χ˜ de sorte que χt (r) = 1 pour r > λt . La relation voulue est ainsi vérifiée dans ce cas.
Lorsque ω  4, dans le cas général où R¯ est non identiquement nul, on sait que [ω/2]R¯ ≡ 0.
Dans [3], utilisant ce faite, nous avons généralisé le résultat au cas ω 4. On peut faire de même
ici. Mais on pose cette fois-ci :
4
n − 1
n − 2 H˜ = χ˜ R¯ +
[ω/2]−1∑
i=1
γi(r)r
2iiR¯
avec les fonctions γi(r) ∈ C∞, nulles pour r  t , choisies convenablement de sorte que
−4n− 1
n− 2 t
4−nH˜ = χt R¯r2−n.
Les γi doivent satisfaire aux équations
r2γ ′′1 + rγ ′1(2ω + n− 1)+ 2γ1(2ω − 3) = χ˜ ,
2(ω − 2i − 2)
r
(
r2i+2γi+1
)′ −(r2i+2γi+1)= r2iγi .
Nous traitons successivement les termes de H , pour arriver à celui qui nous intéresse particu-
lièrement, celui d’ordre t2ω+6−n. Il est aisé de vérifier, que le même phénomène que précédement
se produit : la moyenne ht (r) de ce terme sur ∂B(r) et son laplacien sont de signe différent.
4. Preuve du Theorème 2
Posons
ht (r) = Pˆ
∫
∂B(r)
Ht dσ et kt (r) = Pˆ
∫
∂B(r)
Rt dσ
où Pˆ désigne le terme prépondérant en t . ht vérifie l’équation
−4n− 1
n− 2ht(r) = r
2−nkt (r) + t4−n
∫
∂B(r)
H˜ R¯t dσ.
On choisit χ˜ de sorte que ht (r) soit positif pour tout r petit. Comme lorsque t → 0
Gt − r2−n = Ht → H = G− r2−n
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d’après l’hypothèse d’une part
∫
∂B(δ)H(δ, θ) dσ < 0 et d’autre part nous venons de montrer que
∫
∂B(δ)
Ht (δ, θ) dσ  η > 0.
Ces deux résultats sont incompatibles.
Théorème 3. Comme B  0, pour toute métrique g comme précédemment (2ω  n − 6), B ne
peut pas être nul.
D’après l’égalité de Hebey–Vaugon [7], il existe α > 0 tel que
(−)ω+1R(P )+ α∥∥∇ωWijkl∥∥2 = · · · .
De cette égalité on doit déduire, comme nous l’avons fait lorsque ω = [n/2− 3] < 4 (Aubin [3]),
une inégalité optimale :
(−)ω+1R(P ) < « expression fonction des dérivées d’ordre ω de R »
où les coefficients dépendent de ω et de n. En aucun cas on ne pourrait avoir égalité vue l’hy-
pothèse de départ (par définition de ω ‖∇ωWijkl‖2P = 0). Cette inégalité entraine B > B0 une
fonction des dérivées covariantes d’ordre ω de R au carré. Comme on a montré que B  0 pour
toute métrique g (avec le ω qu’on a fixé au départ bien sûr), on ne peut pas avoir B0 < 0, donc
B > 0. Dans [3] une méthode a été proposée pour établir B > 0 par des calculs. Ceux-ci étant
dans le cas général tout à fait dissuasifs, l’auteur a cherché une autre méthode qui vient d’être
exposée. Ces considérations entraînent le Théorème 1 et les résultats suivants :
Théorème 4. En un point P d’une variété Riemannienne (V ,g), g vérifiant |g| = 1 dans un
système de coordonnées géodésiques sur un voisinage de P , on suppose ω [(n − 6)/2], alors
(−)ω+1R(P ) < 2ω+1(ω + 1)!
ω∏
k=0
(n+ 2k)
∫
Sn−1
f (θ)R¯(θ) dσ.
On a posé R¯ = rωR¯(θ) et f vérifie l’équation
−rn−2−ω[f (θ)r4+ω−n]= (n− 2)R¯(θ)/4(n − 1).
Corollaire. Si ω < 4
(−)ω+1R(P ) < 2ω−2ω!(n − 2)
ω∏
k=0
(n + 2k)
∫
Sn−1
R¯2(θ) dσ/(n− 4)(n − 1).
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compactes, dans le cas positif, est compact dans C0 sauf si la variété est dans la classe conforme
de la sphère.
Ceci est une conséquence du Théorême 1 et des articles précédents Aubin [3,4].
5. Calcul de la partie principale de
∫
∂B(r)R dσ
Ces inégalités démontrées par une démonstration par l’absurde devraient pouvoir être prou-
vées par le calcul. Cela a été fait à partir de l’égalité de Hebey–Vaugon [7] pour ω = [n/2 −
3] < 4, par Hebey–Vaugon eux-même pour ω = 2, et par Zhang [11] pour ω = 3.
Procédons maintenant par un calcul tout à fait différent et plus direct quoique toujours délicat.
Notons g = E + h. En coordonnées polaires (r, θ), on note 1  i, j  n − 1 les coordonnées
locales de θ sur Sn−1(1). hrr = hri = 0 et dans le développement de h nous ne notons que les
deux termes qui ont une importance
hij = rω+2g¯ij + r2(ω+2)gˆij + h˜ij ,
g¯ et gˆ sont des tenseurs symétriques deux fois covariants sur Sn−1(1). h˜ij regroupe les termes
qui ne sont ni en rω+2, ni en r2(ω+2). Nous notons sij la métrique standard sur Sn−1(1), sij
la matrice inverse, ∇ la dérivée covariante qui est, comme on le sait, la restriction à Sn−1 de la
dérivée covariante de la métrique euclidienne puisque Sn−1 ⊂ Rn est un plongement Riemannien.
Les indices montent avec sij , seule exception ((gij )) est la matrice inverse de ((gij )). Un calcul
élémentaire donne :
Lemme. Puisque |g| = 1, g¯ij sij = 0, g¯ij g¯ij = Q(θ) = 2gˆij sij et
∫
∂B(r)
h˜ij s
ij dσ = o(r2(ω+2)).
Partons de l’identité montrée dans [4]
Rjl = ∂mCmjl − ∂jCmml +CmmpCpjl −CmjpCpml
avec
Cmjl =
1
2
gmp(∂jhpl + ∂lhjp − ∂phjl).
Dans ce qui suit les égalités sont à o(r2(ω+1)) près, et on omet les termes à intégrale nulle
sur ∂B(r). Nous mettons r de coté, i, j, k, l sont = r . On trouve :
Rjl = −12∂
2
r hjl + ∇iCij l −
n− 1
2r
∂rhjl + 12∂rhji∂rhkls
ik −CijkCkil,
R¯ = rω∇jkg¯jk.
Intégrons sur ∂B(r). On note
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∫
Sn−1
Q(θ)dσ,
r−2(ω+1)
∫
∂B(r)
R dσ =
∫
Sn−1
∇ i g¯jk∇j g¯ik dσ/2 −
∫
Sn−1
∇ i g¯jk∇i g¯jk dσ/4 − (1 +ω/2)2Q¯.
Théorème 6.
r−2(ω+1)
∫
∂B(r)
R dσ <
∫
Sn−1
∇j g¯jk∇ i g¯ik dσ/4 − (1 + ω/2)2Q¯+ o(1).
Proposition 3. Etant donné un 2-tenseur g¯ sur Sn−1 symétrique tel que sij g¯ij ≡ 0, il existe une
constante k > 0 telle que
∫
Sn−1
∣∣∇j g¯jk∣∣2 dσ  k
[ ∫
Sn−1
g¯ij g¯
ij dσ
∫
Sn−1
(∇ ij g¯ij )2 dσ
]1/2
.
Si on fait correspondre à g¯ le vecteur X de composantes Xi = ∇j g¯ij , cette inégalité s’écrit :
∫
Sn−1
|X|2 dσ  k
[ ∫
Sn−1
g¯ij g¯
ij dσ
∫
Sn−1
|divX|2 dσ
]1/2
.
Théorème 7. La métrique g étant comme précédemment, g = E+ rωg¯+ r2(ω+1)gˆ+o(rω), alors
∫
∂B(r)
R dσ  r2+ω
∫
∂B(r)
f (θ)R dσ + o(r2(ω+1)).
f (θ) = aR¯r−ω lorsque ω < 4.
Nous avons montré le Théorème 7 comme une conséquence de notre démonstration par l’ab-
surde. Le résultat devrait pouvoir se montrer par un calcul « straightforward ». C’est ce que nous
allons maintenant essayer de faire.
Il existe une fonction ϕ sur Sn−1 telle que ∇ji g¯ij = ϕ. On peut décomposer ϕ suivant les
fonctions propres du laplacien  sur Sn−1. Par linéarité pour l’étude, considérons une fonction
propre f : f = λf , et
bij = ∇ij f + f sij /(n − 1),
∇ ibij = (n − 2)
(
1 − λ/(n − 1))∇j f.
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pourra prendre
bij =
∑
λk>λ1
βk
[
(n − 1)∇ij fk +f sij
]
/(n− 2)(n − 1 − λk),
∇ ibij = ∇j ϕ. On vérifie très simplement que
Q¯ =
∫
Sn−1
g¯ij g¯
ij dσ 
∫
Sn−1
bij b
ij dσ.
Démonstration de la Proposition 3. Pour une fonction propre f , ∇ij∇ij f = (n − 2)[λ/(n −
1)− 1]f d’où
∫
Sn−1
(∇ ij∇ij f )2 dσ = λ2
(
n− 2
n− 1
)2
(λ − n+ 1)2
∫
Sn−1
f 2 dσ.
De plus
∫
Sn−1
∇j∇jif∇k∇ ikf dσ =
(
n− 2
n− 1
)2
(λ− n+ 1)2λ
∫
Sn−1
f 2 dσ.
Nous obtenons pour la valeur propre λ un kλ
∫
Sn−1
|δX|2 dσ = n − 2
n − 1 (λ − n+ 1)Q = kλ
(
Q
∫
∂B(r)
r−2ωR2 dσ
)1/2
= kλQ
[
λ(n− 2)(λ − n+ 1)/(n − 1)]1/2,
k2λ =
n− 2
n− 1 (λ − n+ 1)/λ.
Ainsi la Proposition 3 est vérifiée avec k2 = (n − 2)/(n − 1). Dans le cadre du Théorème 7, on
obtient k2/64a = (ω + 1)(n − 4)/8.
Vue la proposition, l’inégalité
∫
∂B(r)
R dσ − ar2
∫
∂B(r)
R2 dσ < 0
est vérifiée si n 2ω + 10. 
Compte tenu des considérations faites, cela est insuffisant pour prouver l’inégalité du Théo-
rème 7 dans tous les cas par ce calcul. En particulier la partie où l’on majore ∫ ∂B(r)|δX|2 dσ par
8a
∫
∂B(r)R
2 dσ peut sans aucun doute être améliorée. En effet nous n’avons pas utilisé :
T. Aubin / Journal of Functional Analysis 244 (2007) 579–589 589• les relations, tout à fait surprenantes, que |g| = 1 en coordonnées géodésiques entraînent,
comme Rij = 3∇ijR en P lorsque ω = 2 ;
• et toutes les propriétés des coordonnées géodésiques.
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